






یکی از شکل های مهم هندسی دایره است. در سال های قبل با تعریف و برخی از ویژگی های دایره 
آشنا شده اید. هدف از این درس، یادآوری آنچه خوانده اید و تکمیل مطالب سال های قبل است.

دایره 

برای تعریف کردن دقیق دایره نیاز به دانس��تن مفهوم »مکان هندس��ی« اس��ت. چون مفهوم مکان 
هندسی خارج از برنامه ی این درس است، ما هم یک تعریف شهودی از دایره می آوریم.

ف��رض کنی��د O نقطه ای ثابت و R عددی حقیقی و مثبت باش��د. دایره ی به 
مرکز O و ش��عاع R مجموعه ی تمام نقطه هایی از صفحه اس��ت که فاصله ی 

آن ها از نقطه ی O برابر R باشد.
 M OM RSwH#½oÄHj#Á»n ⇔ =  

C نمایش می دهیم. O R( , ) دایره ی C به مرکز O و شعاع R را به صورت 

 دو دایره با شعاع های مساوی با هم برابرند.

وضع نقطه و دایره 

C را در نظر بگیرید. وضعیت این نقطه نسبت به دایره، به یکی از سه  O R( , نقطه ی A و دایره ی (
حالت زیر است:

C است. O R( , ) 1( نقطه ی A روی دایره ی 
ب��ه مجموعه ی نقطه هایی که فاصله ی آن ها تا مرک��ز دایره برابر اندازه ی 

شعاع دایره باشد، نقطه های »روی دایره« می گوییم.
 A OA R½oÄHj#Á»n#ÁIÀ¾‰£º { | }= =  

C است. O R( , ) 2( نقطه ی A بیرون دایره ی 
ب��ه مجموعه ی نقطه هایی که فاصل��ه ی آن ها از مرکز دای��ره بزرگ تر از 

اندازه ی شعاع دایره باشد، نقطه های »بیرون دایره« می گوییم.
 A OA R½oÄHj#·»oÃM#ÁIÀ¾‰£º { | }= >  

C است. O R( , ) 3( نقطه ی A درون دایره ی 
به مجموعه ی نقطه هایی که فاصله ی آن ها از مرکز دایره کمتر از اندازه ی 

شعاع دایره باشد، نقطه های »درون دایره« می گوییم.
 A OA R½oÄHj#·»nj#ÁIÀ¾‰£º { | }= <  

فصل اول: دایره

درس اول: مفاهیم اولیه و زاویه ها در دایره
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نقط��ه ی ثابت A در صفحه مفروض اس��ت. از نقطه ی A چند دای��ره می گذرد؟ مرکز این دایره ها کجا 
قرار دارند؟

از یک نقطه مانند A نامتناهی دایره می گذرد و مرکز  اه ها 
این دایره ها هر نقطه در صفحه غیر از نقطه ی A می تواند باشد.

توضیح: نقطه ی دلخ��واه M در صفحه را در نظر بگیرید. 
اگ��ر به مرکز M و ش��عاع MA دایره ای رس��م کنیم این 

دایره از نقطه ی A می گذرد.

دو نقطه ی متمایز A و B در صفحه مفروض اند. از این دو نقطه چند دایره می گذرد؟ مرکز این دایره ها 
را در صورت وجود پیدا کنید.

از دو نقطه ی متمایز A و B نامتناهی دایره می گذرد. مرکز این دایره ها  اه ها 
روی عمودمنص��ف پاره خ��ط AB قرار دارد و بر عک��س، یعنی هر نقطه روی 
عمودمنصف پاره خط AB می تواند مرکز دایره ای باشد که از A و B می گذرد.

توضیح: اگر O مرکز دایره ای باشد که از A و B می گذرد، آن گاه 
 OA OB½oÄHj#“I•{ = =  

پ��س O از دو س��ر پاره خ��ط AB به یک فاصله اس��ت، یعن��ی O روی 
عمودمنصف پاره خط AB قرار دارد.

از س��ه نقط��ه ی B ، A و C چند دایره می گذرد؟ مرکز این دای��ره یا دایره ها در صورت وجود کجا 
قرار دارد؟
این مسئله را باید در دو حالت بررسی کنیم. اه ها 

حالت اول سه نقطه ی B ، A و C روی یک خط قرار ندارند.
اگر س��ه نقط��ه روی یک خط قرار نداش��ته باش��ند، فقط ی��ک دایره از 
آن ه��ا می گ��ذرد و مرکز ای��ن دایره مح��ل برخ��ورد عمودمنصف های 

ضلع های مثلث ABC است.
به این دایره، دایره ی محیطی مثلث ABC می گوییم. در بخش های بعدی در مورد این دایره بیشتر 

بحث می کنیم.
حالت دوم س��ه نقطه ی B ، A و C روی یک خط راس��ت 

قرار دارند.
از س��ه نقطه ی واقع بر یک خط دای��ره ای عبور نمی کند، 
زیرا عمودمنصف ه��ای پاره خط هایی که این نقطه ها را به 
هم وصل می کنند، موازی اند. پس نقطه ای که از این س��ه 

نقطه به یک فاصله باشد وجود ندارد.

در مثلث قائم الزاویه که طول ضلع های قائمه ی آن 6 و 8 است، شعاع دایره ی محیطی کدام است؟
10 )4  5 )3  4 )2  3 )1

ABC یک دایره عبور می کند و پاسس:  از س��ه رأس مثلث قائم الزاویه ی 
مرکز این دایره نقطه ی تلاقی عمودمنصف های ضلع های این مثلث است. 
از طرفی نقطه ی تلاقی عمودمنصف های ضلع های مثلث قائم الزاویه وسط 
وتر است. بنابراین مرکز این دایره وسط وتر و شعاع آن نصف وتر است.

ABC BC AB AC

BC R R

:∆ = + = + =

= ⇒ = ⇒ =

2 2 2 64 36 100

10 2 10 5
بنابراین گزینه ی )3( درست است.
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4  فری اول: دایره 

دو نقط��ه ی M و N ب��ه فاصله ی 5 از یکدیگر قرار دارند. ش��عاع کوچک ترین دایره ای که از این دو 
نقطه عبور می کند کدام است؟

7/5 )4  10 )3  2/5 )2  5 )1

از دو نقط��ه ی M و N نامتناه��ی دایره می گ��ذرد و کوچک ترین دای��ره ی گذرنده از آن ها پاسس: 
دایره ای به قطر MN است. بنابراین

 R MN R= = ⇒ = 52 5
2 بنابراین گزینه ی )2( درست است.

 با توجه به ش��کی ها،  ثابت کنید در هر دو حالت در بین نقطه های روی دایره، A نزدیک ترین نقطه به 
M و B دورترین نقطه به M است.

حال��ت اول M بیرون دایره اس��ت. نقط��ه ی C را روی  اه ها 
دایره در نظر می گیریم. ثابت می کنیم 

 MC MB MA MC,< <  
نقط��ه ی C را ب��ه M و O وصل می کنیم. در مثلث OMC بنابر 

نابرابری مثلث، 
 OM OC MC OM OC− < < +  

OC، پس OA OB R= = = چون 
 OM OA MC OM OB− < < +  

یعنی 
 MA MC MB< <  

حالت دوم نقطه ی M درون دایره است.
با استدلالی مشابه حالت اول، نقطه ی C را روی دایره در نظر می گیریم.

در مثلث OMC بنابر نابرابری مثلث، 
 OC OM MC OM OC− < < +  

OC، پس OA OB R= = = چون 
 OA OM MC OM OB− < < +  

در نتیجه
 MA MC MB< <  

 اوضاع نسبی یک خط و یک دایره 

C را در نظر بگیرید. بر اساس تعداد نقطه های مشترک خط d و دایره ی   O R( , خط d و دایره ی (
C، می توان وضعیت خط و دایره نسبت به هم را به سه حالت تقسیم کرد. O R( , )

C مماس است. O R( , ) 1( خط d بر دایره ی 
در این حالت خط و دایره تنها در یک نقطه مش��ترک اند. )شکل 

را ببینید(.

 2تست
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C متقاطع اند. O R( , ) 2( خط d و دایره ی 
در این حالت خط و دایره دو نقطه ی اشتراک دارند.

C است. O R( , ) 3( خط d خارج دایره ی 
در این حالت، خط و دایره، هیچ نقطه ی مشترکی ندارند.

می توان س��ه حالت وضعیت خط و دایره را با مقایس��ه ی فاصله ی مرکز دایره تا خط و شعاع دایره 
نیز بیان کرد.

1( اگ��ر فاصل��ه ی مرکز دایره تا خط d برابر با ش��عاع دایره باش��د، 
آن گاه خط و دایره یک نقطه ی اش��تراک دارن��د؛ یعنی خط بر دایره 

مماس است.
 OH RSwH#½oÄHj#oM#tIµ¶ ˆid ⇔ =  

اثبات این مطلب که
»شعاع دایره در نقطه ی تماس، بر خط مماس عمود است« را بعداً می آوریم.

2( اگر فاصله ی مرکز دایره تا خط d کمتر از شعاع دایره باشد، آن گاه 
خط و دایره دو نقطه ی تماس دارند؛ یعنی خط، دایره را قطع می کند.

 d OH Rk¹¨Â¶#”‰¤#Hn#½oÄHj  ˆi ⇔ <  

3( اگر فاصله ی مرکز دایره تا خط d ، بزرگ تر از شعاع دایره باشد، 
آن گاه خ��ط و دایره، هیچ نقطه ی مش��ترکی ندارند؛ یعنی خط خارج 

دایره است.
 OHd Rk¹¨Âµº#”‰¤#Hn#½oÄHj## #ˆi ⇔ >  

ثابت کنید اگر خطی در انتهای ش��عاعی از دایره که روی دایره اس��ت، بر آن شعاع عمود باشد، آن گاه 
این خط بر دایره مماس است.

در ش��کل روبه رو خط d در نقطه ی H بر شعاع OH عمود  اه ها 
است، باید ثابت کنیم خط d بر دایره مماس است.

C فقط  O R( , برای این کار کافی است ثابت کنیم خط d و دایره ی (
در نقطه ی H مشترک اند.

فرض کنید نقطه ی A نقطه ای غیر از H و روی خط d باشد. چون مثلث 
OH، یعنی  OA< OAH قائم الزاویه است و OA وتر آن است. پس 
R. بنابرای��ن A خارج دایره اس��ت. در نتیجه خط d و دایره  OA<

فقط در یک نقطه ی H مشترک هستند و این نتیجه می دهد که خط 
d بر دایره مماس است.

5 
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6  فری اول: دایره 

ثابت کنید شعاع دایره در نقطه ی تماس، بر خط مماس عمود است.

C مماس باشد. می خواهیم ثابت کنیم  اه ها  O R( , فرض کنید خط d در نقطه ی H بر دایره ی (
OH بر d عمود است. برای این کار از برهان خلف استفاده می کنیم.

 O عمود نباش��د. از مرکز دایره d بر OH برهان خلف(: فرض کنید(
′H را  عمود OA را بر خط d رسم می کنیم )شکل را ببینید(. نقطه ی 

.AH AH′= مطابق شکل به گونه ای روی d انتخاب کرده ایم که 
AH و  AH′= ′AOH همنهش��ت هس��تند )  دو مثل��ث AOH و 
 ،OH OH R′ = = OA ضلع مشترک(، در نتیجه  OA= Â و  = 090
′H هم روی دایره اس��ت و این با مماس بودن خط d بر دایره  یعنی 
تناقض دارد. بنابراین فرض خلف نادرست است، در نتیجه خط d در 

نقطه ی H بر OH عمود است.

خط d مفروض اس��ت. مرکزهای همه ی دایره هایی که ش��عاع آن ها مقدار ثابت R اس��ت و بر این خط 
مماس هستند، روی چه شکلی قرار دارند؟

ف��رض کنید دایره های به ش��عاع R ب��ر خط d مماس  اه ها 
باشند. در این صورت، چون شعاع دایره در نقطه ی تماس بر خط 
مماس عمود است، پس فاصله ی مرکز این دایره ها از خط d مقدار 
 d است. در نتیجه مرکز این دایره ها روی دو خط موازی R ثابت

∆′ در شکل( ∆ و  و به فاصله ی R از آن هستند. )دو خط 

دو خط m و n در نقطه ی A متقاطع هس��تند. دایره ای رس��م کنید که مرکز آن روی n و ش��عاع آن 2 
سانتی متر باشد و بر m مماس باشد.

بنابر مسئله ی قبل، مرکز دایره های به شعاع 2 که  اه ها 
ب��ر خط m مم��اس هس��تند روی دو خط م��وازی m و به 
2∆ در شکل(.  1∆ و  فاصله ی 2 از آن قرار دارند )دو خط 
2∆ با خط n مرکز این  پس مح��ل برخورد خط های 1∆ و 

دایره ها است )نقطه های M و N در شکل(.
اکنون کافی است به مرکزهای M و N و شعاع 2 دایره هایی 

رسم کنیم. این دایره ها بر خط m مماس هستند.

ی برخی از مفاهیم اولیه	:یروآدا
1( ش��عاع دایره: پا ه خطی  ا که یک سر آن مرکز دایره و سر دیگر آن 

نقطه ای  وی دایره باشد شعاع دایره می گوییم.
مثلًا، پا ه خط OA د  شکه  وبه  و شعاع دایره است.

2( وت��ر دایره: پا ه خطی  ا که دو س�ر آن  وی محیط دایره قرا  دا ند 
وتر می نامیم.

مثلًا، پا ه خط AB د  شکه  وبه  و وتر است.

3( قط��ر دایره: وتری از یک دایره  ا که از مرکز آن دایره می گذ د، قطر 
آن دایره می نامیم. 

واضح اس�ت که اگر R اندازه ی ش�عاع دایره باش�د، اندازه ی تمام وترها 
R2 است. کوچک تر یا مساوی 
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هر قطر، دایره را به دو کمان مساوی تقسیم می کند که به آن کمان ها نیم دایره می گوییم.

ثابت کنید قطر دایره بزرگ ترین وتری است که می توان در دایره رسم کرد.

وتر دلخواه AB را در نظر می گیریم )شکل را ببینید(. در مثلث OAB،  اه ها 
 AB OA OB< +  

یعنی 
 AB R R AB R< + ⇒ <2  

پس هر وتر دلخواه مانند AB از طول قطر دایره کوچک تر است.

ی 4( زاویه ی مرکزی: زاویه ای  ا که  أس آن مرکز دایره باشد، زاویه ی مرکزی 	:یروآدا
می گوییم.

د  شکه  وبه  و O مرکز دایره است و زاویه ی AOB یک زاویه ی مرکزی است.

5( کم��ان: دو نقط�ه ی A و B  ا  وی محی�ط دایره د  نظ�ر بگیرید. این دو 
نقطه محیط دایره  ا به دو قس�مت تقس�یم می کنند که به آن کمان یا قوس 

می گوییم )شکه  ا ببینید(.

AB نشان می دهیم و برای نشان دادن  کمان کوچک تر ایجاد شده توسط دو نقطه ی A و B را با 
کم��ان بزرگ ت��ر از نقطه ای کمکی مانند M روی محیط دایره اس��تفاده می کنیم و آن را به صورت 

AMB می نویسیم.

کمانی از دایره را که یک زاویه ی مرکزی روی محیط دایره ایجاد می کند 
»کمان نظیر آن زاویه« می نامیم.

ی 6( اندازه ی کمان: اندازه ی کمان، همان اندازه ی زاویه ی مرکزی مقابه به آن 	:یروآدا
کمان است و واد آن د جه است.

د  این الت می نویسیم

 AOB ABˆ =  

اشتباه  با طول آن  را  اندازه ی یک کمان  نباید  دقت کنید که 
گرفت. برای درک این مطلب به شکل روبه رو نگاه کنید. در 
این شکل سه دایره ی هم مرکز رسم کرده ایم. با توجه به مطلب 
A برابرند. یعنی  B2 2 A و  B1 1 ،AB بالا، اندازه ی کمان های 

   xOy AB A B A Bˆ = = =1 1 2 2  
اما طول این کمان ها با هم برابر نیستند:

 AB A B A B·Iµ¨#Ï¼Š ·Iµ¨#Ï¼Š ·Iµ¨#Ï¼Š< <1 1 2 2  

0360 است، می توان تناسب زیر  ا نوشت چون محیط دایره، کمانی به اندازه ی 

 ABAB  ·Iµ¨#Ï¼Š·Iµ¨#Á½pHkºH

½oÄHj#ˆÃd¶

 =
0360

 

9 
مسئله

نکته



8  فری اول: دایره 

CA. ثابت کنید  ON در شکی مقابی، O مرکز دایره، CI قطر دایره و 

. AN NI=

ش��عاع OA را رس��م می کنیم. می دانیم، اندازه ی هر زاویه ی  اه ها 
مرکزی، برابر با کمان مقابل به آن است. در نتیجه  

  O AN O NIˆ ˆ,= =1 2  
OA )شعاع  OC= O حکم ثابت می شود. چون  Oˆ ˆ=1 اگر ثابت کنیم 2
A. از  Cˆ ˆ= دای��ره(، پس مثلث OAC متساوی الس��اقین اس��ت. یعنی 

ON و CI مورب است، پس CA طرف دیگر چون 
 O Cˆ ˆ=2  

ON و OA مورب است، پس CA با همین استدلال، چون 
 O Aˆ ˆ=1  

O، در نتیجه Oˆ ˆ=1 2 بنابراین 
 AN NI=  

چند مسئله مهم در مورد وتر و کمان نظیر آن

 ثابت کنید در هر دایره قطر عمود بر یک وتر، آن وتر و کمان های نظیر آن را نرف می کند.

قطر MN عمود بر وتر AB را رسم می کنیم. می خواهیم ثابت کنیم اه ها 
    AM BM AN BN AH BH            , ,= = =  

)ش��کل را ببینید(. از نقطه ی O مرکز دایره به نقطه های A و B وصل 
OA. در  OB= می کنیم. مثلث OAB متساوی الس��اقین است، چون 
این مثلث OH ارتفاع وارد بر قاعده ی AB اس��ت، پس OH هم میانه 

و هم نیمساز است.
AH و چون OH نیمساز است، پس BH= چون OH میانه است، پس 

 O Oˆ ˆ=1 2  
در نتیجه

  AM BM=  
O، بنابراین Oˆ ˆ=3 4 همچنین 

 AN BN=  

ثابت کنید خطی که مرکز دایره را به وسط یک وتر وصی می کند، بر آن وتر عمود است.

از مرک��ز دایره به نقطه ی H وس��ط وتر AB وصل می کنیم.  اه ها 
باید ثابت کنیم OH بر AB عمود است.

 OH و پاره خط )OA OB= مثل��ث OAB متساوی الس��اقین اس��ت )
میانه ی این مثلث متساوی الس��اقین اس��ت. در نتیجه OH ارتفاع هم 
اس��ت )در مثلث متساوی الساقین ارتفاع و میانه ی وارد بر ساق بر هم 

منطبق اند(، یعنی
OH AB⊥  
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ثابت کنید خطی که مرکز دایره را به وسط کمان نظیر یک وتر وصی می کند، بر آن وتر عمود است.

C  اه ها  O R( , در ش��کل روبه رو، M وس��ط کم��ان AB از دایره ی (
است. می خواهیم ثابت کنیم OM بر وتر AB عمود است. چون M وسط 
. در نتیجه زاویه های مرکزی روبه رو  AM MB= کمان AB است، پس 

 .O Oˆ ˆ=1 2 به این کمان ها با هم برابرند، یعنی 
 O نیمساز زاویه ی رأس OM پاره خط .OA OB R= = مثلث OAB متساوی الساقین است، چون 

در مثلث متساوی الساقین OAB است.
 OM می دانیم در مثلث متساوی الس��اقین نیمس��از و ارتفاع نظیر رأس بر ه��م منطبق اند، بنابراین

ارتفاع این مثلث هم است، یعنی 
 OM AB⊥  

ثاب��ت کنید خطی که وس��ط یک کمان و وس��ط وتر متناظر آن کمان را به هم وص��ی می کند، از مرکز 
دایره می گذرد.

در ش��کل روبه رو نقطه ی H وس��ط وتر AB و نقطه ی M وس��ط  اه ها 
کمان AB اس��ت. می خواهیم ثابت کنیم امت��داد MH از نقطه ی O مرکز 

دایره می گذرد. 
از نقطه ی O به نقطه ی H وصل می کنیم. چون H وسط AB است، پس 

OH AB⊥

 .OM AB⊥ از طرف دیگر اگر از O به M وصل کنیم، چون M وسط کمان AB است، پس 
می دانی��م از یک نقطه، فقط یک عمود بر یک خط می توان رس��م ک��رد. بنابراین OM و OH بر هم 
منطبق اند، در نتیجه نقطه های H ، M و O روی یک خط قرار دارند، یعنی امتداد MH از O می گذرد. 

چند مسئله ی مهم در مورد دو وتر از یک دایره

 ثابت کنید کمان های نظیر دو وتر مساوی با هم برابرند و بر عکس.

اثبات دو بخش دارد. اه ها 
 )شکل  AB CD= AB و ثابت می کنیم  CD= بخش اول فرض می کنیم 

را ببینید(. از مرکز دایره به دو سر وترهای AB و CD وصل می کنیم.
دو مثلث OAB و OCD به حالت تساوی سه ضلع همنهشت اند:

 OA OC R OB OD R AB CD, ,= = = = =  

 . AB CD= O. در نتیجه  Oˆ ˆ=1 2 بنابراین 

 و ثابت می کنیم AB CD= بخش دوم فرض می کنیم 
AB CD=  

چ��ون دو کم��ان AB و CD با هم برابرند، پس زاویه های مرک��زی روبه رو به آن ها با هم برابرند، 
.O Oˆ ˆ=1 2 یعنی 

اکنون دو مثلث OAB و OCD به حالت تساوی دو ضلع و زاویه ی بین آن ها با هم همنهشت اند:
 O O OA OC R OB OD Rˆ ˆ , ,= = = = =1 2  

و در نتیجه
AB CD=  
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10  فری اول: دایره 

 ثابت کنید در هر دایره وترهای مساوی از مرکز دایره به یک فاصله اند و بر عکس.

OH  اه ها  OH′= AB. می خواهیم ثابت کنیم  CD= فرض می کنیم 
و بر عکس )شکل را ببینید(.

′OH را به ترتیب بر وترهای  از نقطه ی O مرکز دایره، عمودهای OH و 
 OCH′ AB و CD رس��م می کنیم. در دو مثلث قائم الزاویه ی OAH و 

بنابر قضیه ی فیثاغورس،
 OA OH AH OC OH CH, ′ ′= + = +2 2 2 2 2 2  

یعنی

 AB CDR OH R OH, ′= + = +
2 22 2 2 2

4 4
 

AB، پس CD= چون 

 AB CDOH R R OH′= − = − =
2 22 2 2 2

4 4
 

در نتیجه
OH OH′=  

با عمل بازگشتی می توان عکس این مطلب را ثابت کرد.

 ثابت کنید در یک دایره، اگر دو وتر نامس��اوی باش��ند، آن گاه وتری که بزرگ تر است، به مرکز دایره 
نزدیک تر است.

AB. اه ها  CD> در شکل روبه رو فرض می کنیم 
′OH را به ترتیب بر وترهای AB و  از O مرک��ز دایره، عمودهای OH و 

CD رسم کرده ایم.
می خواهیم ثابت کنیم

OH OH′<  
می دانیم اگر از مرکز دایره عمودی بر وتر رسم کنیم، آن وتر را نصف می کند، پس

 AH AB CH CD, ′= =1 1
2 2

 

 ،OCH′ بنابر قضیه ی فیثاغورس در دو مثلث قائم الزاویه ی OAH و 
 AH OA OH CH OC OH, ′ ′= − = −2 2 2 2 2 2  

یعنی

 AB CDR OH R OH, ′= − = −
2 22 2 2 2

4 4
 

AB، در نتیجه CD>2 2 AB پس  CD> چون 

 
R OH R OH

OH OH

′− > −

′− >−

2 2 2 2

2 2
 

پس
 OH OH′<2 2  

بنابراین 
 OH OH′<  

دقت کنید که عکس مطلب بیان شده در مسئله ی بالا درست است.
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 ثابت کنید کوچک ترین وتری که از یک نقطه واقع در درون یک دایره می توان رسم کرد، وتری است 
که بر قطر گذرنده از آن نقطه عمود است.

نقطه ی M درون دایره به مرکز O را در نظر می گیریم. می خواهیم  اه ها 
ثابت کنیم وتر AB که بر قطرگذرنده از OM عمود است کوتاه ترین وتر 
گذرنده از M است. برای اثبات این موضوع وتر دلخواه CD را از نقطه ی 
M عبور می دهیم و عمود OH را بر این وتر وارد می کنیم. می دانیم وتری 

که به مرکز دایره نزدیک تر باشد، بزرگ تر است. پس

OMH مثلث قائم الزاویه OM OH AB CD: > ⇒ <

بنابراین AB کوتاه ترین وتر گذرنده از M است. به AB وتر مینیمم گذرنده از M می گویند.

 C O R( , )  در مورد تعداد وتره��ای گذرنده از نقطه ی A درون دایره ی 

می توان گفت:
)A 2 وجود دارد. )قطر گذرنده ازR 1- فقط یک وتر به طول

min(L وجود دارد. )وتر عمود بر قطر  ) 2- فق��ط یک وتر با طول مینیمم 
)A گذرنده از

3- دو وت��ر ب��ه ط��ول L ، با ان��دازه ای بین ان��دازه ی وتر مینیم��م و قطر 
L وجود دارد مانند وترهای RS و TU  در شکل. L Rmin( )< <2

ی 7( زاوی��ه ی محاطی: زاویه ای ک�ه  أس آن  وی دایره و ضلع های آن دو 	:یروآدا
وتر از دایره باشند، زاویه ی محاطی می نامند.

مثلًا، زاویه ی BAC د  شکه  وبه  و، محاطی است.

اندازه ی هر زاویه ی محاطی برابر نرف کمان روبه روی آن است. 1

اثبات را در سه حالت می آوریم.اثبات: 
حالت اول در دایره ی به مرکز O ، زاویه ی محاطی BAC را که 
ضلع AC در آن، قطر دایره اس��ت در نظر می گیریم )شکل را 

ببینید(. از نقطه ی B به O مرکز دایره وصل می کنیم.
، پس OA OB {“I•( )= = مثلث OAB متساوی الساقین است 

 OAB OBAˆ ˆ=  
زاویه ی مرکزی BOC زاویه ی خارجی مثلث متساوی الساقین OAB است. در نتیجه

 BOC OAB OBA OAB OAB OABˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ= + = + =2  
یعنی

 OAB BOCˆ ˆ ( )=1 1
2

 

از طرف دیگر، 
 BOC BCˆ ( )= 2  

با مقایسه ی تساوی های )1( و )2( نتیجه می گیریم

 
BCBACˆ =
2
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12  فری اول: دایره 

حالت دوم در شکل روبه رو زاویه ی BAC یک زاویه ی محاطی 
است که دو ضلع آن در دو طرف O مرکز دایره قرار دارند.

قطر AD را رسم می کنیم. با توجه به حالت اول،

 





BDBAD

DCDAC

ˆ

ˆ

=

=

2

2

 

با جمع کردن دو طرف تساوی های بالا، نتیجه می شود
   BAC BD DC BCˆ ( )= + =1 1

2 2
 

حالت سوم در شکل روبه رو زاویه ی BAC یک زاویه ی محاطی 
است که دو ضلع آن در یک طرف O مرکز دایره قرار گرفته اند.

قطر AD را رسم می کنیم. با توجه به حالت اول،

 




DAC DC

DAB DB 

ˆ

ˆ

=

=

1
2
1
2

 

با کم کردن دو طرف تساوی های بالا نتیجه می شود 
   BAC DC DB BCˆ = − =1 1 1

2 2 2
 

1( در ه��ر دایره، اندازه ی زاویه های محاطی روب��ه روی یک کمان، با هم 
برابرند.

N ،M و P با هم برابر است، چون  در ش��کل روبه رو، اندازه ی زاویه های 
همگی مقابل به یک کمان هستند

  M N P ABˆ ˆ ˆ= = =1
2

 

090 است. چون قطر دایره، دایره  2( زاویه ی محاطی روبه رو به قطر دایره 
0180 تقسیم می کند. را به دو کمان 

به عبارت دیگر، در شکل روبه رو، اگر BC قطر دایره باشد، آن گاه

 
BCBACˆ = = =

0 0180 90
2 2

 

در دایره ی شکی مقابی، اندازه ی زاویه ی A را به دست آورید. 

دای��ره در حالت کلی کمانی با اندازه ی 360 درجه اس��ت. از این مطلب اس��تفاده کرده و  اه ها 
اندازه ی کمان BC را به دست می آوریم. 

     AB AC BC BC BC+ + = ⇒ + + = ⇒ =0 0 0 0 0360 110 120 360 130  
از طرفی می دانیم اندازه ی یک زاویه ی محاطی نصف کمان مقابلش است، پس

BCÂ = = =
0 0130 65

2 2

نتیجه
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در شکی روبه رو چهارضلعی DIAN متوازی الاضلاع است و نقطه های 
.DM DI= A ، I و M روی یک خط راست قرار دارند. ثابت کنید 

N. از طرفی دو زاویه ی M  اه ها  Iˆ ˆ= در متوازی الاضلاع زاویه های روبه رو به هم مساوی اند پس 
M. پس Iˆ ˆ=  ،DIM M. بنابراین در مثلث  Nˆ ˆ= و N محاطی روبه روی یک کمان هستند، در نتیجه 

DM DI=  

ABC اس��ت.  در ش��کی روب��ه رو O محی تلاق��ی ارتفاع های مثلث 
زاویه ی AOD برابر کدام است؟

CADˆ  )2   OBCˆ  )1
ADOˆ  )4   OACˆ  )3

مطابق شکل زیر در چهارضلعی OHCE دو زاویه قائمه هستند، پاسس: 
بنابراین دو زاویه ی O1 و C مکمل اند، بنابراین می توان نوشت

O C
AOD C

AOD O

ˆ ˆ
ˆ ˆ

ˆ ˆ

 + = ⇒ =
 + =

0
1

0
1

180

180

از طرفی دو زاویه ی C و ADB محاطی روبه روی یک کمان هستند، پس مساوی اند. در نتیجه
 AOD ADOˆ ˆ=  

بنابراین گزینه ی )4( درست است.

ثابت کنید کمان های محرور بین دو وتر موازی از یک دایره برابرند.

AB. می خواهیم ثابت کنیم اه ها  CD در شکل روبه رو 
 AC BD=  

AB و AD مورب است، پس  CD وتر AD را رسم می کنیم. چون 
 ADC DABˆˆ =  

در نتیجه 

  AC BD=1 1
2 2

 

پس 
  AC BD=  

این مسئله را به عنوان نکته در خاطر داشته باشید.

دقت کنید، عکس مسئله ی بالا لزوماً درست نیست. یعنی در شکل 
 CD و AB با هم برابرند، اما وترهای BD و AC روبه رو دو کمان

موازی نیستند.

20 
مسئله

 3تست

21 
مسئله



14  فری اول: دایره 

در شکی زیر AB قطری از دایره است و وترهای AC و BD موازی اند. 
 .AC BD= ثابت کنید 

چون AB قطر دایره است، پس اه ها 
    AC BC BD AD      (1)+ = + = 0180  
از طرف دیگر کمان های محصور بین دو وتر موازی، مساوی اند، پس

  BC AD     (2)=  
. می دانیم، وترهای نظیر کمان های  AC BD= با کم کردن تس��اوی های )1( و )2( نتیجه می گیریم 

 .AC BD= برابر در یک دایره با هم مساوی اند، پس 

 اگر رأس های ذوزنقه ای بر روی یک دایره باشند، ثابت کنید ذوزنقه متساوی الساقین است.

فرض می کنیم رأس های ذوزنقه ی ABCD روی یک دایره  اه ها 
باش��ند، در این ص��ورت چون دو وت��ر AB و CD موازی اند، بنابراین 
کمان های BC و AD مس��اوی اند. می دانیم اگر دو کمان از یک دایره 
با هم مس��اوی باش��ند وترهای نظیر آن ها نیز با هم مساوی اند، پس 

AD. بنابراین ذوزنقه ی ABCD متساوی الساقین است. BC=

 زاویه ی ظلی: زاویه ای را که رأس��ش روی دایره اس��ت، یک ضلعش 
وتر دایره و ضلع دیگرش بر دایره مماس است، زاویه ی ظلی می نامند.

مثلًا، در شکی روبه رو زاویه ی BAx زاویه ی ظلی است.

کمانی از دایره را که درون زاویه ی ظلی قرار دارد، کمان نظیر یا کمان روبه رو به زاویه ی ظلی می نامیم.
مثلًا، در شکل بالا کمان AB ، کمان نظیر زاویه ی ظلی BAx است.

ان��دازه ی هر زاویه ی ظلی برابر با نرف کمان روبه روی آن اس��ت. به  2
عبارت دیگر، در شکی روبه رو اگر BAx زاویه ی ظلی باشد، آن گاه

 
ABBAxˆ =
2

 

روش اول قطر AC را رسم می کنیم )شکل را ببینید(.اثبات: 
چون شعاع دایره در نقطه ی تماس بر خط مماس عمود است، 

ˆCAx. می توان نوشت = 090 پس 
 CAx ABC     (1)

ˆ =1
2

 

CAB، زاویه ای محاطی است، بنابراین زاویه ی 
 CAB CB     (2)

ˆ =1
2

 

با استفاده از شکل و تساوی های )1( و )2( می توان نوشت

 
  

  

BAx CAx CAB CB ABC CB

ABC CB AB

ˆ ˆ ˆ

( )

= − = − = −

= − =

0 1 1 190
2 2 2

1 1
2 2

 

22 
مسئله

23 
مسئله

قضیه



15

روش دوم از مرکز دایره، شعاع OM را عمود بر وتر AB رسم 
می کنیم تا این وتر را در نقطه ی H قطع کند )شکل را ببینید(.
می دانیم ش��عاع عمود بر وتر، کم��ان نظیر آن وتر را نصف 

می کند، یعنی

   AM MB AMB     (1)= =1
2

 

ش��عاع OA را رسم می کنیم. می دانیم ش��عاع دایره در نقطه ی تماس بر خط مماس عمود 
است، یعنی

 OAx OA Ax  IÄ  
ˆ = ⊥090  

A1 هستند، پس با هم برابرند، چون زاویه های BAx و AOM متمم های زاویه ی 
 BAx AOM      (2)

ˆ ˆ=  
زاویه ی AOM مرکزی است، در نتیجه

 AOM AMˆ =  
اکنون تساوی )2( را این گونه می نویسیم

 BAx AMˆ =  
با توجه به تساوی )1(، 

 BAx AMBˆ =1
2

 

روش س��وم از نقطه ی B خطی موازی Ax رس��م می کنیم تا 
دای��ره را در نقطه ی C قطع کند. محل برخورد قطر گذرنده 

از A با وتر BC را H می نامیم )شکل را ببینید(.
 AH موازی است، پس BC با Ax عمود است و Ax بر OA

بر BC عمود است.
می دانیم اگر از مرکز دایره، عمودی بر یک وتر رسم کنیم، آن وتر نصف می شود، یعنی

 BH CH=  
در مثلث ABC ، ارتفاع AH ، میانه هم است، پس مثلث ABC متساوی الساقین است، یعنی

B Ĉˆ =  
از طرف دیگر

 Ax BC  
و AB مورب است، بنابراین

 BAx Bˆ ˆ=  
اکنون می توان نوشت

 BAx C ABˆ ˆ= =1
2

 

در اثبات های بالا، حالتی از زاویه ی ظلی را در نظر گرفتیم که مرکز دایره بیرون زاویه قرار دارد. 
برای اثبات کامل تر، باید مانند زاویه ی محاطی که آن را در سه حالت بررسی کردیم، زاویه ی ظلی 
را نیز در سه حالت بررسی کنیم )حالتی که مرکز دایره روی یک ضلع است و حالتی که مرکز 
دایره داخل زاویه است(. البته کتاب درسی این موارد را بررسی نکرده است، پس لازم نیست شما 

آن ها را در امتحان ها بررسی کنید. اما بد نیست به عنوان تمرین آن ها را ثابت کنید.
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تمرین

ME باش��د، - 1 =6 در دایره ی مقابی قطرهای AB و CD بر هم عمودند و MNEO مس��تطیی اس��ت. اگر 
شعاع دایره را به دست آورید. 

2 - . AM MN=2 ، نشان دهید  OM MN= اگر دو قطر AB و CD بر هم عمود باشند و 

مثلث متساوی الساقین ABC را در نظر گرفته، از B عمودی بر ساق AB خارج می کنیم تا امتداد AC را - 3
در O قط��ع کند. به مرکز O و ش��عاع OB دایره ای رس��م می کنیم. این دایره امت��داد BC را در D قطع 

  . AODˆ = 090 می کند. ثابت کنید

در هر یک از دایره های زیر، اندازه ی مقدارهای مجهول را به دست آورید.- 4

پ(  ب(   الف(  

 -5 CN عمود C و از OA را بر شعاع BM عمود B مساوی اند. از BC و AB دو کمان O در دایره به مرکز
را بر شعاع OB رسم کرده ایم.ثابت کنید مثلث OMN متساوی الساقین است. 

C در شکی مقابی نسبت طول کمان CD به طول کمان AB را به دست آورید.- 6 O( , )5 در دایره ی 

A بیشتر است؟- 7 B′ ′ C طول کمان AB چقدر از طول کمان  O( , )′ 4 C و  O( , )6 در دو دایره ی 

در دایره ی شکی مقابی مثلث ABC مثلث متساوی الاضلاع به ضلع 4 است. طول کمان BC را به دست آورید.- 8
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C مفروض است. اگر طول وتر AB از این دایره برابر 48 باشد، فاصله ی مرکز دایره از وتر AB را تعیین کنید.- 9 O( , )26 دایره ی 

ثابت کنید اگر خط راستی دو دایره ی هم مرکز را قطع کند، دو پاره خطی که بین دو دایره قرار دارند با یکدیگر برابرند.- 10

. فاصله ی O از وتر AB را به دست آورید.- 11 AB=10 =AB و  060  ، C O R( , ) در دایره ی 

AB را به دست آورید.- 12
CD

C اگر فاصله ی مرکز دایره از وتر AB مساوی 5 و فاصله ی مرکز از وتر CD برابر 12 باشد، نسبت  O( , )13 در دایره ی 

045 می سازد و BC را در A قطع می کند. اگر شعاع دایره برابر R باشد، ثابت کنید- 13 در دایره ی به قطر BC وتر PQ با وتر BC زاویه ي 

AP AQ R+ =2 2 22   

C یکدیگر را در نقطه ی M قطع کرده اند. - 14 O R( , مانند شکی، وترهای برابر AB و CD از دایره ی (

ثابت کنید

الف( O روی نیمساز زاویه ی بین دو وتر است.

 AM MC= MD و  MB= ب( 

مانند شکی، وترهای برابر و نامتقاطع AB و CD را امتداد می دهیم تا یکدیگر را در نقطه ی E قطع - 15

 . AE CE= کنند. ثابت کنید 

16 - M به ترتیب 4 و 6 باش��د، فاصله ی M قرار دارد. اگر طول کوتاه ترین و بلند ترین وتر گذرنده از C O R( , ) نقطه ی M درون دایره ی 

از مرکز دایره را تعیین کنید.

C از مرکز O به فاصله ی 3 قرار دارد. اندازه ی کوتاه ترین وتر گذرنده از M را به دست آورید.- 17 O( , )8 نقطه ی M درون دایره ی 

در هر یک از دایره های زیر، اندازه ی مقدارهای مجهول را به دست آورید.- 18

ب(  الف(   

در دایره های زیر به مرکز O مقدارهای مجهول را به دست آورید. - 19

ب(  الف(   

در ش��کی روبه رو AB و CD دو قطر عمود بر هم از دایره هس��تند. وتر AN به گونه ای رسم شده - 20

. اندازه ی زاویه ی A را به دست آورید. MN NB= است که 
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AB اس��ت. اگر قاعده ی BC دایره را در نقطه ی M قطع - 21 AC= در ش��کی مقابی AC قطر دایره و 
کند، ثابت کنید M وسط BC است.

22 -  ACB است. اندازه ی زاویه ی DBCˆ = 040 در ش��کی مقابی BC قطر دایره، D وس��ط کمان AC و 
چند درجه است؟

دو دایره باهم در نقطه ی A مماس داخی هس��تند. قطر AB از دایره ی بزرگ تر را رس��م می کنیم و از - 23
نقطه ی B دو مماس بر دایره ی کوچک تر رسم می کنیم تا دایره ی بزرگ تر را در نقطه های C و D قطع 

 . BC BD= کند. ثابت کنید 

مثلث ABC و دایره ی محیطی آن را در نظر می گیریم و ارتفاع CH و قطر AD از دایره ی محیطی را رس��م می کنیم. ثابت کنید DB با - 24
CH موازی است. 

. اندازه ی کمان CD را به دست آورید.- 25 AB CD در شکی روبه رو، O مرکز نیم دایره است و 

26 - . ACD ADCˆ ˆ| |− = 090 در دایره ي به قطر AB وتر CD را موازی AB رسم می کنیم. ثابت کنید 

در دایره ی شکی مقابی AD نیمساز زاویه ی BAC است. اگر وتر DE موازی AB باشد، ثابت کنید - 27
AC DE=

AD را در نظر می گیریم، به مرکز O وسط قاعده ی بزرگ تر DC و به شعاع OA دایره ای - 28 BC ABCD( )= ذوزنقه ی متساوی الساقین 
 . AF BE= DF و  EC= رسم می کنیم تا خط DC را در نقطه های E و F قطع کند. ثابت کنید 

در دایره ی زیر به مرکز O مقدار مجهول را به دست آورید. - 29

در شکی زیر، زاویه ي x را به دست آورید.- 30

در دایره ی زیر به مرکز O مقدارهای مجهول را به دست آورید. - 31



درس اول: 
مفاهیم اولیه و زاویه ها در دایره

پرسش های چهارگزینه ای

ول
ل ا

ص
ف

، کمان ANB چه کسری از محیط دایره است؟- 1 AMB ANB=4 در شکی مقابی اگر 

 1
3

 )2    1
4

 )1

 1
5

 )4    1
6

 )3

مطابق شکی دو دایره ی هم مرکز به شعاع های 2 و 4 مفروض اند. از نقطه ی A دو مماس بر دو دایره - 2
رسم شده است. تفاضی مربعات طول این دو مماس چقدر است؟

12 )2   10 )1
20 )4   16 )3

. اگر MT بر نیم دایره مماس باشد، طول پاره خط - 3 AM AB=3 و 1= در نیم دایره ی ش��کی مقابی 
MH چقدر است؟

1/6 )2   1/5 )1
1/8 )4   1/4 )3

COD کدام است؟- 4 در شکی مقابی AB قطر دایره و O مرکز آن است. اندازه ی زاویه ی 
0150  )2    0160  )1

 0130  )4    0140  )3

 چند درجه است؟ )O مرکز دایره است(- 5 BD AC+ در شکی مقابی، اندازه ی 
75 )1
80 )2
90 )3

110 )4

، کمان کوچک تر AB چه نسبتی از محیط دایره است؟- 6 xAMˆ = 0135 در شکی مقابی 

 1
4

 )2    1
3

 )1

 3
8

 )4    3
5

 )3

7 - AB است. اندازه ی وتر π2 در ش��کی مقابی ش��عاع دایره برابر 3 و طول کمان کوچک تر AB برابر 
چقدر است؟

4 )1
4/5 )2

 3 3  )3
 3  )4

فصل اول: دایره

A BH OM

T
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C طول وتر AB برابر R است. طول کمان کوچک تر AB برابر کدام است؟- 8 O R( , ) در دایره ی 

 Rπ2
3

 )4   Rπ
3

 )3   Rπ
2

 )2   Rπ  )1

C برابر اس��ت. نس��بت مس��احت دایره ی C به مساحت - 9 O R( , )′ ′ ′ 015 از دایره ی  C با طول کمان  O R( , ) 060 از دایره ی  طول کمان 

′C کدام است؟ دایره ی 

 1
8

 )4   1
16

 )3   1
2

 )2   1
4

 )1

. اگر طول کمان AB برابر با 8 واحد باش��د، طول - 10 OC OA= =3 در دو دایره ی هم مرکز ش��کی مقابی 12
کمان CD کدام است؟

18 )2   12 )1
28 )4   24 )3

بر وسط شعاعی از یک دایره یک وتر عمود می کنیم. اندازه ی کمان کوچک تر ایجاد شده توسط این وتر در دایره چند درجه است؟- 11
90 )4  150 )3  120 )2  60 )1

دو دایره ی هم مرکز به شعاع های 5 و 13 واحد رسم شده اند. طول وتری از دایره ی بزرگ که بر دایره ی کوچک مماس شده است، چند - 12
واحد است؟ 

24 )4  20 )3  18 )2  12 )1
C و نقطه ی A به فاصله ی 12 از مرکز دایره مفروض اند. از نقطه ی A دو خط رسم کرده ایم که در دایره ی C وترهایی - 13 O( , )10 دایره ی 

به طول 16 ایجاد کرده اند. زاویه ی بین این دو خط کدام است؟
 090  )4   060  )3   045  )2   030  )1

طول ضلع مربع ABCD برابر با 4 است. دایره ای از رأس های A و D گذشته و بر BC مماس شده است. شعاع این دایره کدام است؟- 14
 /2 5 2  )4  2/5 )3  5 )2   5 2  )1

مطابق شکی مقابی، دو وتر AB و CD بر هم عمودند. اندازه ی شعاع این دایره چقدر است؟- 15
 3 2  )1

5 )2
 4 2  )3

6 )4

C و نقطه ی M به فاصله ی 1 از مرکز دایره مفروض است. چند وتر داخی دایره می توان رسم کرد که طول آن 2 باشد - 16 O( , )4 دایره ی 

و از M بگذرد؟
4( بی شمار 3( صفر   2 )2  1 )1

در شکی مقابی اندازه ی زاویه ی C کدام است؟- 17

 070  )1
 060  )2
 065  )3
 045  )4

α+β کدام است؟ )O مرکز دایره(- 18 در شکی مقابی مثلث OBC متساوی الاضلاع است. حاصی 

 010  )1
 020  )2
 030  )3
 040  )4

A

B C

O

� �
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، زاویه ی ACT چند درجه است؟- 19 B̂= 035 Â و  = 065 در شکی مقابی TE قطر دایره است. اگر 
60 )1
61 )2
62 )3
63 )4

در دایره ی شکی مقابی قطرهای AB و CD بر هم عمودند. هنگامی که زاویه ی A افزایش یابد، حاصی ضرب - 20
AM به چه صورتی تغییر می کند؟ )R شعاع دایره است( AN×

R22 است. 2( مقدار ثابت  1( افزایش می یابد.  
4( کاهش می یابد. R24 است.   3( مقدار ثابت 

ˆOBH کدام است؟- 21  ، BACˆ = 018 C اگر  O R( , ) در دایره ی 

 036  )2    072  )1
 018  )4    054  )3

=CD. اندازه ی زاویه ی - 22 060 در دایره ای به قطر AB، وتر CD را موازی AB رس��م کرده ایم، به طوری که 
ACD کدام است؟

 0120  )2    0100  )1
 0135  )4    0130  )3

040 و کمان EF برابر - 23 ، کمان CD برابر  060 ، کمان AB برابر با  CD BE||  ، AB FC|| در شکی مقابی، 

0110 است. اندازه ی زاویه ی FCD کدام است؟ با 

 055  )2    090  )1
 080  )4    070  )3

24 - ، AB DE|| AB در دایره ی به مرکز O محاط ش��ده است. اگر  AC ABC( )= مثلث متساوی الس��اقین 

اندازه ی زاویه ی x کدام است؟

 040  )2    030  )1
 045  )4    035  )3

25 - ( )α+ 03 33 ) و اندازه ی کمان کوچک تر AT برابر با  )α− 02 6 ATx مساوی  اگر اندازه ی زاویه ی ظلی 

α چند درجه است؟ باشد، مقدار 
40 )2   36 )1
45 )4   42 )3

=AC اس��ت. اندازه ی زاویه ی - 26 0120 AB و CT در نقطه ی C بر دایره مماس و  AC= در ش��کی روبه رو، 
BCT چند درجه است؟

60 )2   50 )1
65 )4   55 )3

A

B

C

O

H
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27 - 044 در ش��کی روبه رو خط d در نقطه ی A بر دایره به قطر AC مماس اس��ت. اگر زاویه MAx برابر 
باشد، اندازه ی زاویه ی B کدام است؟

 044  )2    042  )1
 048  )4    046  )3

′TT را رس��م می کنیم. اگر زاویه ی - 28 Tx و قطر  در ش��کی مقابی، از نقطه ی T روی محیط دایره مماس 
′HOT چند درجه است؟ 035 باشد، زاویه ی  xTH برابر با 

100 )2   95 )1
110 )4   105 )3

در دای��ره ای دو وت��ر ب��ا زاویه ی 45 درجه متقاطع ان��د. دو کمانی که مقابی به این زاویه نیس��تند به نس��بت های 3 و 2 هس��تند. اندازه ی - 29
بزرگ ترین کمان ایجاد شده توسط این دو وتر روی دایره کدام است؟

 0192  )4   0184  )3   0162  )2   0154  )1
در شکی مقابی مقدار x کدام است؟- 30

 045  )2    ( )0180
11

 )1

 ( )0123
5

 )4    ( )0360
7

 )3

. زاویه ی C کدام است؟- 31 B̂= 035 Â و  = 065 در شکی مقابی، O مرکز دایره است، 
 061  )2    060  )1
 063  )4    062  )3

32 - AC و BD ، DACˆ = 050 AC و  BO⊥ در شکی مقابی AD قطر دایره و O مرکز دایره است. اگر 
با زاویه ی چند درجه یکدیگر را قطع می کنند؟

 70 )2    60 )1
 80 )4    75 )3

. اندازه ی کمان AD کدام است؟- 33 E CDˆ = = 040 در شکی مقابی 
 0100  )2    090  )1
 0110  )4   0105  )3

x برابر کدام است؟- 34
y

در شکی مقابی نسبت 

6
5

 )2  7
5

 )1

5
3

 )4  7
3

 )3

=β، اندازه ی زاویه ی x کدام است؟- 35 080 =α و  030 در شکی مقابی 

 025  )1
 030  )2
 040  )3
 045  )4



راه حل تمرین ها

ول
ل ا

ص
ف

دایره

چون MNEO مس��تطیل است و در مستطیل قطرها با  1
. ON همان شعاع دایره است. ON ME= =6 هم برابرند، پس 

2  O از نمادگذاری شکل زیر استفاده می کنیم که در آن
. چون مثلث  NAB xˆ = را به N وصل کرده ایم. فرض می کنیم 
. از طرف دیگر،  N A xˆˆ = = OAN متساوی الساقین است، پس 
 . MON N xˆ ˆ= = ، پس  OM MN= بنابر فرض مسئله، چون 

اکنون در مثلث AON می توان نوشت
 A N AONˆ ˆˆ+ + = 0180  

یعنی 
 x x x+ + + =0 090 180  

. می دانی��م در مثلث قائم الزاویه  Â = 030 ، یعنی  x = 030 پ��س 
030 نصف وتر اس��ت، پس در مثلث  ضل��ع مقابل ب��ه زاویه ی 

 ، AOM قائم الزاویه ی 

 OM AM=1
2

AM یا  OM MN= =2 2  

، پس 3 OB OD= چون 
 D DBOˆ ˆ=  

. بنابر فرض مسئله، OCD ACB ABCˆ ˆ ˆ= = از طرف دیگر، 
 ABC DBOˆ ˆ+ = 090  

پس
 OCD Dˆ ˆ+ = 090  

 090 بنابرای��ن چ��ون در مثلث OCD مجم��وع دو زاویه برابر 
090 است. ، هم برابر  AOD است، پس زاویه ی سوم، یعنی 

، پس مثلث OAB متساوی الساقین  4 OA OB R= = الف( 
. در نتیجه  A Bˆ ˆ= = 080 است و 

 x A Bˆ ˆ( ) ( )= − + = − + =0 0 0 0 0180 180 80 80 20  
 AOB زاویه ی .AB= − =0 0 0360 270 90 ب( توج��ه کنید که 

 . AOB ABˆ = = 090 مرکزی است، پس 
 . x = 040 ، پس  x x x+ + = 02 3 4 360 پ( توج��ه کنی��د ک��ه 
 OAB مثلث . y x= = 02 80 زاویه ی AOB مرکزی است، پس 

، پس OA OB R( )= = متساوی الساقین است 

 yz −= =
0

0180 50
2

 

5  BOC و AOB وص��ل می کنیم. زاویه های C به O از
مرکزی هستند، پس

  AOB AB BOC BCˆ ˆ,= =  

، پس AB BC= بنابر فرض مسئله، 
 AOB BOCˆ ˆ=  

یعنی
 MOB NOCˆ ˆ=  

 OMB و ONC بنابراین دو مثلث . OB OC R= = همچنی��ن 
به حالت وتر و یک زاویه ی حاده همنهشت هستند. در نتیجه

 OM ON=  
یعنی مثلث OMN متساوی الساقین است.

طول کمان در دایره از رابطه ی زیر به دست می آید 6

 R
R

·Iµ¨#Ï¼Š·Iµ¨#½pHkºH ·Iµ¨#½pHkºH

·Iµ¨#Ï¼Š ( )= ⇒ = π
π0 0

2
2360 360

 

بنابراین

 
CD

AB

·Iµ¨#Ï¼Š

·Iµ¨#Ï¼Š

( ) ( )

( ) ( )

π= π× = π =

π= π× = π =

0

0

0

0

45 1 52 5 10
8 4360

30 1 52 5 10
12 6360

 

فصل اول: دایره



97

پس نسبت خواسته شده برابر است با

 
CD

AB

·Iµ¨#Ï¼Š

·Iµ¨#Ï¼Š

π

= = =
π

5
6 34

5 4 2
6

 

نتیجه: توجه کنید نس��بت طول کمان های یک دایره مس��اوی 
نسبت اندازه های آن ها است.

A را به صورت زیر به دست  7 B′ ′ طول کمان های AB و 
می آوریم.

 R·Iµ¨#½pHkºH

·Iµ¨#Ï¼Š ( )= π
0

2
360

 

بنابراین

 
AB

A B

·Iµ¨#Ï¼Š

·Iµ¨#Ï¼Š

( ) ( )

( ) ( )

π= π× = π =

π′ ′ = π× = π =

0

0

0

0

40 1 42 6 12
9 3360

40 1 82 4 8
9 9360

 

 از تفاضل اندازه های به دست آمده به جواب مسئله می رسیم.

 AB A B·Iµ¨#Ï¼Š ·Iµ¨#Ï¼Š
π π π′ ′− = − =4 8 4
3 9 9

 

060 هستند. چون این  8 زاویه های مثلث ABC هر کدام 
 BC ، AB زاویه ها در دایره ی محاطی هس��تند، پس کمان های 
0120 هس��تند. از مرکز دایره یعنی  و AC در دای��ره هر کدام 
نقط��ه ی O به رأس های مثلث وص��ل می کنیم در این صورت 
تلاق��ی  مح��ل   O نقط��ه ی  پ��س   ، OA OB OC R= = =
 ABC اس��ت. چون ABC عمود منصف ه��ای ضلع های مثلث
مثلث متس��اوی الاضلاع اس��ت، پ��س O محل تلاقی نیمس��از 
. در مثلث  Â = 0

1 30 زاویه ه��ای مثل��ث ABC اس��ت، پ��س 
قائم الزاویه ی OAH می نویسیم،

 
AH

A O AH OA

OA R

ˆ ˆ

=

= ⇒ = ⇒ =

→ = ⇒ =

0 0
1 1

2

330 60
2

4 4 3
33

 

بنابراین

 

BCBC R#·Iµ¨#Á½pHkºH

·Iµ¨#Ï¼Š ( )

( ) ( )

= π

π π= π× = =

0

0

0

2
360

120 4 3 1 8 3 8 32
3 3 3 9360

 

 مانند ش��کل از O عم��ود OH را بر وتر AB رس��م  9
می کنیم. این عمود وتر AB را نصف می کند، پس

 ABBH = = =48 24
2 2

 

، بنابر قضیه ی فیثاغورس، OBH اکنون در مثلث قائم الزاویه ی 
 OH OB BH= − = − =2 2 2 226 24 10  

10  O از نمادگذاری شکل زیر استفاده می کنیم که در آن
∆ رسم می کنیم و  مرکز دو دایره اس��ت. از O خطی عمود بر 

فرض می کنیم H پای عمود باشد.
در دایره ی بزرگ تر چون OH بر وتر AD عمود است، پس از 

وسط آن می گذرد، یعنی 
 AH DH ( )= 1  

به همین ترتیب در دایره ی کوچک تر معلوم می شود
 BH CH ( )= 2  

اکنون اگر برابری )2( را از برابری )1( کم کنیم نتیجه می شود
 AB CD=  

11  O از نمادگذاری ش��کل زیر استفاده می کنیم که در آن از
عمود OH را بر وتر AB رسم کرده ایم. می خواهیم اندازه ی OH را 
به دس��ت آوری��م. چ��ون مثل��ث OAB متساوی الس��اقین اس��ت 
، پس ارتفاع OH نیمساز و میانه هم است، یعنی OA OB R( )= =

 
AOB AB ABBOH BH      

ˆˆ ,= = = = = = =
0 060 1030 5

2 2 2 2 2
 

در مثلث قائم الزاویه ی OBH، با توجه به تعریف نسبت های مثلثاتی،

 BHBOH
OH

ˆtan =  

یعنی 

 
OH

tan =0 530  

 . OH =5 3 ، بنابراین 
OH

=1 5
3

پس 
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از نمادگذاری شکل زیر استفاده می کنیم که در آن از  12
 CD و AB را به ترتیب بر وترهای OH′ O عمودهای OH و 
 ODH′ رس��م کرده ایم. در مثلث ه��ای قائم الزاویه ی OAH و 

بنابر قضیه ی فیثاغورس، 
 AH OA OH= − = − =2 2 2 213 5 12  

و
 DH OD OH′ ′= − = − =2 2 2 213 12 5  

 CD و AB به ترتیب از وسط وترهای OH′ عمودهای OH و 
می گذرند، پس

 AB AH CD DH      , ′= = = =2 24 2 10 

 . AB
CD

/= =24 2 4
10

در نتیجه 

از نمادگذاری شکل زیر استفاده می کنیم که در آن از  13
O عمود OH را بر PQ رسم کرده ایم. H وسط PQ است، پس

 PH QH=  
اکنون می نویسیم

 AP PH AH= +  
و

 AQ QH AH PH AH= − = −  
با توجه به این تساوی ها، می توان نوشت

 
AP AQ PH AH PH AH

PH AH

( ) ( )

( )

+ = + + −

= +

2 2 2 2

2 22
 

 ، HAOˆ = 045  ،OAH از طرف دیگر در مثل��ث قائم الزاویه ی
پس این مثلث قائم الزاویه ی متساوی الس��اقین اس��ت، بنابراین 

. در نتیجه  AH OH=

 AP AQ PH OH OP R( )+ = + = =2 2 2 2 2 22 2 2  

الف( از نمادگذاری ش��کل زیر استفاده می کنیم که در  14
 CD و AB را به ترتیب بر وترهای OH′ آن عمودهای OH و 

رسم کرده ایم.
چ��ون AB و CD برابرند، پ��س فاصله ی مرکز دایره از AB و 
OH در نتیجه O روی نیمساز  OH′= CD برابر اس��ت، یعنی 

زاویه ی BMD است.

 OMH′ ب( از ط��رف دیگر مثلث های قائم الزاویه ی OMH و 
به حالت وتر و یک ضلع زاویه ی قائمه همنهشت اند، پس

MH MH′=  
OH هم به حالت وتر و  D′ دو مثل��ث قائم الزاوی��ه ی OHB و 

. در نتیجه BH DH′= یک ضلع همنهشت اند، پس 
 MH BH MH DH′ ′+ = +  

. همچنین MB MD= بنابراین 
 AB MB CD MD− = −  

 . AM MC= یعنی 

15  O از نمادگذاری شکل زیر استفاده می کنیم که در آن
′OH به ترتیب بر AB و CD عمود  مرکز دایره است و OH و 
 . OH OH′= هس��تند. چون وترهای AB و CD برابرند، پس 
OH همنهشت اند.  E′ بنابراین مثلث های قائم الزاویه ی OHE و 

AB و CD= . چون  HE H E′= در نتیجه 

 AB CDAH CH, ′= =
2 2

 

. در نتیجه AH CH′= پس 
 EH AH EH CH′ ′+ = +  

 . AE CE= یعنی 

بلندترین وتر گذرنده از نقطه ی M قطر دایره است 16
 R =2 6  

. کوتاه ترین وترگذرنده از M وتری اس��ت که بر  R =3 پ��س 
قطر گذرنده از M عمود باشد. در شکل زیر، وتر AB کوتاه ترین 

. M وسط AB است، پس AB( )=4 وتر گذرنده از M است 

 ABMA = =2
2

 

، بنابر قضیه ی فیثاغورس،  OAM اکنون در مثلث قائم الزاویه ی 
 OM OA MA= − = − =2 2 2 23 2 5  
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کوچک ترین وتری ک��ه از نقطه ی M می گذرد، وتری  17
 AB عمود باشد. بنابر شکل M اس��ت که بر ش��عاع گذرنده از
کوتاه تری��ن وتر گذرنده از M اس��ت. در مثل��ث قائم الزاویه ی 

OAM، بنابر قضیه ی فیثاغورس، 

 MA OA OM= − = − =2 2 2 28 3 55  
چون OM بر AB عمود است. پس از وسط وتر AB می گذرد، 

در نتیجه 
 AB AM= =2 2 55  

، پس  18 x+ + =0 0 0111 84 360 ال��ف( توجه کنید ک��ه 
. زاویه ی ACB محاطی است، پس x = 0165

 
ABACBˆ =
2

 

. xy /= = =
0 0165 82 5

2 2
یا 

 OAC و OBC وص��ل می کنی��م. مثلث ه��ای C ب��ه O ب( از
و   OCB OBCˆ ˆ= = 020 پ��س  هس��تند،  متساوی الس��اقین 
. از ط��رف دیگ��ر  ACBˆ = 050 ، یعن��ی  OCA OACˆ ˆ= = 030

زاویه ی ACB محاطی است، پس

 
ABACBˆ =
2

 

 . x = 0100 ، پس  x=050
2

یعنی 

الف( ابتدا توجه کنید 19
 x x x+ + = 02 4 3 360  

. همچنین  x = 040 پس 
 xy x= = = × =0 04 2 2 40 80

2
 

ب( توجه کنید که

 

BCBOC BC BAC       
ˆ ˆ,= =

2
 

، یعنی BOC BACˆ ˆ=2 پس 
 ( )α+ = α+0 03 12 2 16  

 .α= 020 در نتیجه 

، محاطی مقابل به قطر است، پس 20 ANB زاویه ی 
 ANBˆ = 090  

MN پس NB= و چون 
NMBˆ = 045  

ˆNMB زاویه ی خارجی  مثلث MAB متساوی الساقین است و 
آن است پس،

 NMB A MBA A A Aˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ= + = + =2  
 . Â /= 022 5 Â=045 پس  2 یعنی 

مطابق شکل وتر AM را رسم می کنیم. توجه کنید که  21
چون AC قطر دایره است، پس

ˆAMC )زاویه ی محاطی( = 090  
یعنی AM ارتفاع مثلث متساوی الساقین ABC است. بنابراین 

 . BM MC= AM میانه هم است، یعنی 

، پس 22 B DCˆ =1
2

چون 

 DC B̂= = × =0 02 2 40 80  
D وسط کمان AC است، بنابراین 

  AC DC= = × =0 02 2 80 160  
اکنون توجه کنید که چون BC قطر است، پس

 BC= 0180  
و در نتیجه

  AB AC= − = − =0 0 0 0180 180 160 20  
در نهایت

 C ABˆ = = × =0 01 1 20 10
2 2
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از نقط��ه ی A به نقطه ه��ای C و D وصل می کنیم. در  23
ای��ن صورت زاویه های C و D محاطی روبرو به قطر هس��تند، 
پس قائمه هستند. از طرف دیگر O مرکز دایره ی کوچک تر از 
، پس  OH OH( )′= دو وت��ر BC و BD به یک فاصله اس��ت 

OB نیمساز زاویه ی B است، بنابراین 
B B

C D ABC ABD BC BD
AB AB

¦Ä#»#oU»

½jIe#Á¾Ä»Hp#

ˆ ˆ

ˆ ˆ

 =


= = →∆ ≅∆ ⇒ =
 =

1 2
090

زاویه ی ABD محاطی روبه رو به قطر اس��ت پس قائمه  24
 AB بر CH عمود است. از طرف دیگر AB بر DB است، بنابراین
عمود است، پس CH و DB بر یک خط عمودند، پس موازی اند.

از نمادگ��ذاری ش��کل زی��ر اس��تفاده می کنیم. فرض  25
BD. چون کمان های محصور بین دو وتر موازی  x= می کنیم 

مساوی هستند، پس 
  AC BD x= =  

AB و AD مورب است، پس CD از طرف دیگر، چون 

 
AC xDAB ADCˆ ˆ= = =
2 2

 

AB و OC مورب است، پس CD همچنین چون 
 OCD AOC AC xˆ ˆ= = =  

اکنون در مثلث CMD، زاویه ی CMA زاویه ی خارجی است، پس
 xx= +075

2
 

. در نهایت چون AB قطر است، پس x = 050 یعنی 
   AC CD DB+ + = 0180  

در نتیجه 
 CD+ + =0 0 050 50 180  

 .CD= 080 یعنی 

ابتدا توجه کنید که چون AB قطر است، پس  26
AB= 0180  

همچنین، کمان های محصور بین دو وتر موازی مساوی اند، بنابراین
  BD AC=  

به این ترتیب

 

  

  



ACD ADC AB BD AC

AB BD AC

AB

ˆ ˆ ( )− = + −

= + −

= = × =0 0

1 1
2 2
1 1 1
2 2 2
1 1 180 90
2 2

 

BAD در نتیجه  27 DACˆ ˆ= چون AD نیمساز است، پس 
 DC و BD کمان ه��ای روبه روی این دو زاوی��ه ی محاطی یعنی
مساوی اند. از طرف دیگر می دانیم کمان های بین دو وتر موازی 
AB و DE مساوی اند. بنابراین دو کمان AE و BD مساوی اند. 

پس با اضافه کردن کمان EC به هر دو آن ها می نویسیم

 
   

 

     

BD DCAE EC BD EC

AE EC DC EC AEC DCE

=+ = + →

+ = + ⇒ =

 

چون دو کمان AEC و DCE مس��اوی اند، پ��س دو وتر نظیر 
آن ها یعنی AC و DE برابرند.

دو مثلث OAD و OBC به حالت )ض ز ض( همنهشت  28
هستند. چون

 OC OD AD BC D C            
ˆˆ, ,= = =  

OA بنابراین دایره ی به مرکز O و ش��عاع OA از  OB= پس 
رأس B می گ��ذرد. از طرف دیگر کمان های بین دو وتر موازی 

یک دایره مساوی اند. بنابراین
  AB DC AF BE AF BE⇒ = ⇒ =  

 . DF EC= ، پس  OD OC= OE و  OF= در ضمن چون 

توج��ه کنید ک��ه چون زاویه ی B محاطی اس��ت، پس  29
AC. همچنین B̂= = 02 100

   AB AC BC( ) ( )= − + = − + =0 0 0 0 0360 360 100 120 140  
به این ترتیب

 
ABx = = =

0 0140 70
2 2
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از نمادگذاری ش��کل زیر اس��تفاده می کنیم که در آن  30
CD را رسم می کنیم. توجه کنید که

  ACD AD MAD AD      
ˆ ˆ,= =1 1

2 2
 

. با  MBA BCDˆˆ = . با اس��تدلال مشابه،  MAB ACDˆ ˆ= پس 
جمع کردن این دو تساوی به دست می آید

 MAB MBA ACBˆ ˆˆ+ = = 0100  
اکنون در مثلث MAB نتیجه می گیریم

 x = − =0 0 0180 100 80  

ابتدا توجه کنید که زاویه های C و D محاطی روبه رو به  31
یک کمان هستند، پس 

 
ABC Dˆ ˆ= =
2

 

یعنی 
 z AB,= =0 048 96  

به همین ترتیب
 x y CD= =1

2
 

همچنین 

 
 AB CDCEDˆ +=

2
 

یعنی 

 x+=
00 96 2100
2

 

 . x y= = 052 پس 
از نمادگذاری ش��کل اس��تفاده می کنی��م. به دو روش  32

می توان این مسئله را حل کرد. 
، پس OA AM R= = روش اول چون 

 AOM AMOˆ ˆ= =α  
 BAO زاویه ی .AD=α زاویه ی AOD مرکزی اس��ت. پس 

زاویه ی خارجی برای مثلث OAM است،
 BAO AOM AMOˆ ˆ ˆ= + =α+α= α2  

، پس مثلث OAB متساوی الساقین است و OA OB R= =
 OBA BAOˆˆ = = α2  

 OMB زاویه ی خارجی برای مثلث BOC در نهایت زاوی��ه ی
است، پس

 BOC OBM BMO  IÄ  
ˆ ˆ ˆ= + β= α+α= α2 3  

AD=α مانند  روش دوم قس��مت اول این روش ت��ا آنجا که 
روش اول است. اما از آنجا به بعد روش تغییر می کند. می دانیم

 
 BC ADM̂ −=

2
 

یعنی

 
BC−αα=

2
 

پس
 BC= α3  

زاویه ی BOC مرکزی است، پس
 BOC BCˆ =  

یعنی
 β= α3  

ابتدا توجه کنید که 33
    AD BD AE EC= = = = 060  

از طرف دیگر،

 




BAD BD

EDA AE

ˆ

ˆ

= = × =

= = × =

0 0

0 0

1 1 60 30
2 2
1 1 60 30
2 2

 

پس
 MAD MDAˆ ˆ=  
یعنی مثلث MAD متساوی الساقین است

 MD MA ( )= 1  
 با استدلالی مشابه نتیجه می شود

 NE NA ( )= 2  
همچنین، توجه کنید که

 A BCˆ = = × =0 01 1 120 60
2 2

 

060 است،  پس مثلث AMN متساوی الساقین با زاویه ی رأس 
بنابراین متساوی الاضلاع است، بنابراین

 MN AM AN ( )= = 3  
اکنون با مقایسه ی برابری های )1(، )2( و )3( نتیجه می گیریم

 DM MN NE= =  
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